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基于强化学习的多尺度输运问题网格剖分方法

研究 
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摘  要  空间环境中的多尺度输运过程通常涉及大尺度背景输运与局部强梯度结构的共存，对数值模拟的空间

分辨率和计算效率提出较高要求。传统自适应网格剖分技术虽能提高关键区域分辨率，但高度依赖人工误差指示器和经

验阈值，在复杂非线性问题中泛化能力有限。本文提出一种基于多智能体强化学习的网格剖分方法，将网格剖分建模为

马尔可夫决策过程，把静态网格优化转化为序列决策任务；同时构建基于图结构的网格特征表示，利用图注意力机制编

码邻域物理信息，并在集中训练、分散执行框架下实现多网格单元的协同剖分决策。数值实验表明，本文方法在训练场

景和多类泛化测试场景中均取得较优效率指标，相较同一场景下最优基线方法提升约 3%～7%,统计检验和消融实验结果

进一步表明，本文方法相较现有方法具有显著优势，且关键模块均对性能提升具有贡献。该方法在降低网格更新频率的

情况下仍能保持较好的误差控制能力，展现出良好的数值稳定性与环境适应性。 
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Abstract  Multiscale transport processes in the space environment typically involve the coexistence of large-scale 

background transport and localized structures with strong gradients, placing high demands on the spatial resolution and 

computational efficiency of numerical simulations. Although traditional adaptive mesh refinement techniques can improve 

resolution in key regions, they rely heavily on manually defined error indicators and empirical thresholds, resulting in limited 

generalization capabilities for complex nonlinear problems. This paper proposes a mesh partitioning method based on 

multi-agent reinforcement learning, which models mesh partitioning as a Markov decision process and transforms static mesh 

optimization into a sequential decision-making task. Additionally, it constructs a graph-based representation of mesh features, 

utilizes a graph attention mechanism to encode neighborhood physical information, and implements collaborative partitioning 

decisions across multiple mesh cells within a centralized training and distributed execution framework. Numerical experiments 

show that the proposed method achieves superior efficiency metrics in both training scenarios and multi-class generalization test 

scenarios, outperforming the best baseline method by approximately 3% to 7% under the same conditions. Statistical tests and 

ablation experiments further demonstrate that the proposed method has significant advantages over existing methods, and that all 

key modules contribute to the performance improvement. This method maintains good error control even while reducing the 

mesh update frequency, demonstrating excellent numerical stability and environmental adaptability. 
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0  引言 

多尺度输运问题广泛存在于空间物理、流体

动力学和偏微分方程数值模拟等领域。以空间环

境模拟为例，许多物理过程都包含物质、能量或

场量在空间中的迁移与演化，其数值特征常表现

为大尺度背景输运与局部强梯度结构并存[1]。 

在多尺度输运问题的数值模拟中，数值解的

空间分布往往具有明显的非均匀性和动态演化特

征。一方面，局部集中结构、移动前沿、多区域

边界、方向性传播以及由耗散或非线性作用引起

的形态变化，通常需要更高的局部分辨率才能被

准确捕捉[2-5]；另一方面，大范围背景区域内物理

量变化相对平缓，若采用统一高分辨率网格则会

造成大量不必要的计算开销。因此，如何根据解

结构的空间分布及其演化趋势动态调整网格自由

度，在误差控制与计算效率之间取得平衡，是多

尺度输运问题数值模拟的关键问题[3,4,6]。尤其当

局部结构的位置、形态、传播方向或拓扑关系随

时间发生变化时，网格剖分策略不仅需要识别当

前的高误差区域，还应具备一定的前瞻性和跨区

域协调能力，以避免剖分滞后、局部过度剖分或

关键结构分辨率不足等问题。 

自适应网格剖分（Adaptive Mesh Refinement, 

AMR）技术的出现为解决多尺度输运问题模拟的

计算精度与计算效率的平衡提供了重要途径[3,4]。

通过在物理量剧变区域局部剖分、在平稳区域降

低分辨率，AMR 实现了计算资源的按需动态分

配。AMR 技术有多种组织与实现方式，主要分

为两类：一类是基于补丁的 AMR，如 AMReX[7]、

Chombo[8]、SAMRAI[9]和 Uintah[10]；另一类是基

于树结构的AMR，如PARAMESH[11]和 p4est[12]。

尽管在模拟中取得一定成效，但传统 AMR 仍高

度依赖人工构造的误差指示器及预设阈值。这类

方法计算性能对参数选择很敏感，缺乏统一的构

建原则，且大多基于局部指标进行决策，难以捕

获全局输运特征[13]。在处理多尺度的问题时，传

统 AMR 表现出明显的泛化能力不足，限制了其

模拟精度与可靠性。 

近年来，随着深度学习与强化学习方法的发

展，将 AMR 问题从规则驱动转化为数据驱动的

决策问题成为一种新的研究方向。2021 年，Bohn

等人首次将深度学习方法引入 AMR，他们使用

循环神经网络构建 AMR，不依赖具体问题的误

差估计实现对一大类偏微分方程（ Partial 

Differential Equation, PDE）的最优网格剖分，为

PDE 求解提供了通用的黑箱网格剖分工具。更重

要的是，该研究给出了最优网格剖分的定义，并

证明了深度学习方法能够达到最优的网格剖分
[14]。2022 年，Pan 等人率先将四边形网格生成问

题作为马尔可夫决策过程（Markov Decision 

Process, MDP ） 问 题 ， 引 入 强 化 学 习

（Reinforcement Learning, RL）对该问题的求解

进行了研究。该研究面向的是几何区域的初始网

格生成问题，其核心思想是在给定边界条件下，

通过智能体逐步选择网格生成动作，从而自动构

造满足质量要求的四边形网格，重点在于提高网

格生成过程的自动化程度和复杂几何适应能力
[15]，同年，Foucart 等人在 Pan 等的研究基础上，

进一步将强化学习引入 AMR 问题，将已有数值

计算网格上的单元细化、粗化操作建模为局部序

贯决策过程，并采用深度强化学习学习网格调整

策略。该方法的研究对象并非初始网格生成，而

是在偏微分方程数值求解过程中，根据局部解特

征和计算资源约束动态调整网格分辨率。此外，

Foucart 等人的研究一大创新是将计算资源的使

用情况加入损失函数，使得决策更加动态、智能
[16]。Yang 等人在 2023 年提出与 Foucart 等人研究

相类似的方法，其利用 RL 实现面向长期误差优

化的网格剖分策略，突破了传统基于瞬时误差的

启发式方法在全局最优性与泛化能力方面的局限
[17]。 

尽管近年来 RL 方法在 AMR 中的应用取得

了初步进展，为突破传统基于局部误差指示器的

启发式方法提供了新的思路，但仍面临若干关键

挑战。首先，AMR 过程中网格拓扑会随细化与

合并动态变化，网格单元之间存在局部邻接、尺

度差异和跨区域耦合关系，如何构建能够适应不

同网格拓扑并有效表征邻域依赖的状态表示，是

学习型剖分策略需要解决的基础问题[18]。其次，

网格剖分并非单个局部单元的独立决策，而是大

量网格单元共同参与的联合优化过程。每个单元

的细化、合并或保持操作都会影响整体误差分布

和计算资源占用，因此如何在保持局部决策效率

的同时，使多单元动作在全局误差—成本目标下

协调一致，是 AMR 强化学习建模中的关键问题
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[17]。已有方法虽然可以通过图网络对网格单元进

行表征，或采用参数共享策略逐单元输出动作，

但局部动作与全局优化目标之间仍缺少显式的协

同机制。 

针对上述问题，本文从多尺度输运问题中网

格剖分的多单元协同决策特征出发，提出一种基

于多智能体强化学习（Multi-agent Reinforcement 

Learning, MARL）的 AMR 方法，从 AMR 的多单

元决策特征出发，将每个网格单元建模为一个智

能体，并在集中训练、分散执行（Centralized 

Training with Decentralized Execution, CTDE）框

架下结合图注意力状态编码与价值分解机制，使

局部单元动作不仅依赖自身及邻域特征，而且受

到全局误差控制和计算成本目标的约束。与现有 

RL-AMR 方法相比，本文工作的区别主要体现在

两点：第一，在建模方式上，已有方法通常将网

格剖分视为单一策略下的逐单元动作预测问题，

即由同一网络根据局部状态或图编码特征分别输

出各网格单元的细化、粗化或保持动作；本文则

将每个网格单元显式建模为一个智能体，将 

AMR 过程表述为多智能体协同决策问题，更强

调不同网格单元动作之间的相互影响与协同关系。

第二，在局部动作与全局目标的关联方式上，已

有方法多侧重依据局部特征直接输出剖分动作，

而本文在 CTDE 框架下结合价值分解机制，使

训练阶段的局部动作能够受到全局误差控制和计

算成本目标的共同约束，执行阶段则保持各网格

单元依据自身及邻域观测进行分散决策。 

为验证所提方法的作用机制和适用范围，本

文设置了消融实验和多类泛化测试场景，其中消

融实验考察关键模块对性能的影响，泛化测试场

景包括多区域结构、不同网格拓扑、非线性演化、

耗散型演化和传播型演化等典型数值现象，验证

模型的适应能力。通过上述实验，本文从误差控

制、计算效率和跨场景适应性等方面评估所提方

法的有效性与局限性，为多尺度输运类问题中的

学习型 AMR 策略设计提供参考。 

本文组织结构如下：第 0 节为引言，介绍多

尺度输运问题中自适应网格剖分的研究背景、传

统方法局限以及强化学习方法的发展现状，并阐

明本文研究思路与主要贡献。第 1 节将 AMR 

问题建模为马尔可夫决策过程，定义状态、动作、

状态转移和奖励函数。第 2 节介绍基于强化学习

的网格剖分方法，包括图结构网格表示、图注意

力邻域信息编码以及基于 CTDE 和价值分解的

多智能体协同决策机制。第 3 节通过基础训练场

景验证、关键模块消融、跨场景泛化实验对所提

方法进行验证，并与传统 AMR 方法及强化学习

基线方法进行对比分析，评估本文方法的特点和

优势。第 4 节对全文工作进行总结。 

1  剖分问题的马尔可夫决策建模 

传统 AMR 方法通常依赖于局部误差估计与

预设阈值进行决策，例如基于误差指标的标记策

略，其本质是一种局部贪心策略。这类方法仅根

据当前时刻的误差信息进行网格调整，缺乏对求

解演化过程的全局理解，难以实现对未来误差变

化的前瞻性预测。特别对于时变问题，这一局限

尤为突出。由于物理信息（如波、特征结构）在

空间中的传播具有方向性和时间延迟，仅依赖当

前局部误差往往无法提前识别即将出现的高误差

区域，从而导致网格调整滞后，影响整体计算精

度。因此，理想的网格剖分策略应能够综合考虑

当前状态与未来演化趋势，在时间维度上实现长

期优化。 

本文将 AMR 建模为 MDP，在该框架下，

AMR 系统可用一个四元组表示：  

 , , ,M S A P R=  (1) 

其中状态空间𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, …，𝑠𝑛}表示当前

网格及其物理场状态，包括局部误差、梯度强度、

层级深度、邻域分布、密度和速度场等；动作空

间𝐴 = {𝑟𝑒𝑓𝑖𝑛𝑒, 𝑐𝑜𝑎𝑟𝑠𝑒𝑛, ℎ𝑜𝑙𝑑}定义每个网格单

元可执行的操作，包括“细化”、“粗化”或“保持不

变”；状态转移函数𝑃(𝑠′|𝑠, 𝑎)描述在执行剖分动

作𝑎后网格及物理场的演化规律，由数值求解器

和物理过程共同决定，状态转移满足概率的基本

性质：对所有可能的𝑠′，有∑ 𝑃(𝑠′ |𝑠, 𝑎)𝑠′ = 1，且

0 ≤ 𝑃(𝑠′|𝑠, 𝑎) ≤ 1。奖励函数𝑅(𝑠, 𝑎, 𝑠′)量化了在

状态转换过程中获得的即时反馈, 其设计直接决

定了策略优化的方向与最终收敛结果。 

本文在奖励函数中同时引入误差项与计算成

本项，以引导智能体学习合理的网格分配策略。

为更准确地评估单步决策对整体目标的贡献，采

用基于增量的奖励形式，综合考虑误差降低与计

算成本变化，用以引导策略在精度与效率之间取

得平衡[16]： 
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其中，∆𝑢ℎ为剖分前后的数值差，𝛾𝐶为比例 因 

 

图 1  MDP 表述下的 AMR 问题。 

Fig.1  AMR under an MDP Formulation.

子，调和准确性与成本，可作为超参数，𝑅∆𝐶 =

𝐵(𝑝′) − 𝐵(𝑝), 为决策前后的资源差， 𝑝 ∈ [0,1)，

为资源占用率，𝐵: [0,1) → [0, ∞)，为资源占用的

映射函数。 

智能体的目标是最大化累积奖励𝐺𝑡，数学上，

累积奖励被定义为： 

 

2

1 2 3

1

0

t t t t

k

t k

k

G R R R

R

 



+ + +



+ +

=

= + + +

=
 (3) 

其中，折扣因子𝛾是一个介于 0 和 1 之间的

参数,控制对未来收益的关注程度，以兼顾局部优

化与长期目标。MDP 表述下的 AMR 问题决策、

状态转移、奖励累计过程如图 1所示。 

2  基于强化学习的网格剖分方法设计 

本章围绕 AMR 问题的强化学习建模与求解

方法展开，旨在构建一个兼具全局感知能力与局

部决策效率的网格剖分框架。在前文将网格剖分

问题形式化为马尔可夫决策过程的基础上，本章

进一步从状态表达、信息建模与决策机制三个层

面展开方法设计。首先，针对自适应网格在空间

上具有动态拓扑结构的特点，引入图结构对网格

单元及其邻接关系进行统一建模，并通过节点与

边特征刻画局部物理状态及单元间耦合关系；进

一步地利用图注意力机制对邻域信息进行自适应

加权聚合，从而增强模型对跨尺度空间依赖的表

达能力。随后，面向多网格单元协同决策问题，

引入 MARL 框架，在集中训练、分散执行机制下，

通过价值分解实现局部决策与全局优化目标之间

的协调统一。 

2.1  基于图的网格拓扑表示与邻域信息编码 

多尺度输运过程具有显著的非局域性和空间

各向异性。若仅依赖单一网格内的局部误差指示

器进行剖分决策，极易割裂跨尺度的物理联系，

导致网格分辨率错配与关键演化特征丢失。因此， 

本文的 AMR 策略引入了整体拓扑结构与邻域信

息交互机制，将局部状态与跨网格的物理耦合效

应隐式编码于图结构之中： 

  ,G V E=  (4) 

其中𝑉 = {𝑣𝑖}𝑖=1
𝑛𝑡 表示时间步 𝑡时刻的节点集

合，每一个节点 𝑣𝑖对应于一个网格，𝑛𝑡为当前网

格数量，𝐸 = {𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)|Ω𝑖 ∩ Ω𝑗 ≠ 0}，Ω𝑖为

网格𝑖对应的空间区域。 

该图以网格为节点𝑉，以网格间的空间邻接

或物理耦合关系为边𝐸，从而在结构层面建立起

网格内部的信息通路。每个节点拥有内部信息𝑜𝑖，

用以描述其局部物理状态[19]： 

 ( ) ( ),  ( )t

i io h plog c one ot de th i =
 

−  (5) 

其中𝑐𝑖
𝑡 = ‖𝑢𝑖

𝑡 − 𝑢̂𝑖
𝑡  ‖2，𝑢𝑖

𝑡为网格 𝑖在时间 𝑡

的真实解，𝑢̂𝑖
𝑡为网格 𝑖在时间 𝑡的数值解，需要

说明的是，在本文基准实验中，二维线性对流方

程具有可构造参考解的特点，因此局部误差项可

通过解析解或高分辨率参考解计算，并用于训练

阶段的状态构造和性能评价。对于真实空间环境

数值模拟等难以获得解析解的问题，该误差项可

由代理误差特征替代。𝑜𝑛𝑒 − ℎ𝑜𝑡(𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑖))为网

格𝑖细化层级的独热编码, 将每一层深度映射为

一个仅对应位置为 1、其余为 0 的向量，从而以

离散且无序偏置的方式表达层级信息。 

对于任意一对相邻网格𝑖, 𝑗，构成一条有向边 
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𝑒𝑖𝑗，其特征定义为[17]： 

 e ,ij ij ijd  =  
 (6) 

 ( )( ) ( )ij one hot depth i de t jd p h −= −  (7) 

 
2

2

,
i j

ij j

i j

x x

x x
 

−
=

−
 (8) 

其中，𝛿𝑑𝑖𝑗为相邻两个网格的层级差异的独

热编码，𝜃𝑗为单元𝑗处的局部输运或特征传播方向

向量，𝑥𝑖、𝑥𝑗为两个单元的坐标，𝜙𝑖𝑗为相邻单元

空间方向与局部输运方向之间的相对关系。需要

说明的是，式（8）中的坐标差归一化主要用于提

取相邻单元之间的相对方向信息，使该方向特征

不受单元中心距离绝对大小的影响，并不直接用

于表示网格尺度。对于自适应剖分后可能出现的

不同大小相邻单元，本文通过 𝛿𝑑𝑖𝑗显式编码相邻

单元的剖分层级差异，从而反映局部网格尺度变

化。同时，图结构中的邻接关系根据当前实际网

格拓扑构建，单元中心坐标也由当前剖分后的真

实几何位置计算得到。因此，边特征同时包含相

邻方向、局部传播方向以及剖分层级差异信息，

可在不引入额外尺度项的情况下描述不同大小网

格单元之间的相对空间关系。 

为有效建模网格单元之间的局部耦合关系，

本文进一步引入图注意力机制（Graph Attention 

Network, GAT），通过自适应加权的方式对邻域

信息进行聚合，其过程如图 2 所示。 

在每一层图神经网络中，节点特征通过与其

邻居节点进行信息交互得到更新。具体而言，对

于节点 𝑖，首先通过注意力机制构造三组可学习

参数矩阵: 

 , ,q k vW W W  (9) 

分别对节点特征进行投影： 

 , ,q k v

i i j j j jq W v k W v h W v= = =  (10) 

其中，𝑊𝑞 , 𝑊𝑘 , 𝑊𝑣本质上是对原始节点特征

进行线性嵌入，将其映射到统一的特征空间，以

便后续进行相似性计算与信息融合。 

随后，通过点积计算节点 𝑖与邻居节点 𝑗 ∈

𝒩𝑖的相关性： 

 , ,q k v

i i j j j jq W v k W v h W v= = =  (11) 

并对所有邻居的相关性进行归一化，得到注

意力权重： 

  ( )
( )

( )

exp
ˆ

exp
i

ij

ij j ik k

ik

k

a
a softmax a

a


= =


N

 (12) 

该权重刻画了邻居节点𝑗对节点𝑖的相对重要

性。在此基础上，结合节点特征与边特征构造消

息项。与节点特征类似，边特征通过线性映射矩

阵 𝑊𝑒投影到同一特征空间： 

 
e

ij j ijb h W e= +  (13) 

最终，节点特征通过加权聚合邻域信息完成

更新： 

 '

i

i ij ij

j

v a b


= 
N

 (14) 

 

图 2  基于图注意力机制的网格邻域信息聚合过程。 

Fig.2  GAT-based aggregation of mesh neighborhood 

information. 

2.2  基于 CTDE 的强化学习决策算法 

在强化学习框架下，本文采用时序差分方法
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（Q-learning）对网络参数进行优化。具体而言，

通过最小化当前估计值与目标值之间的均方误差，

不断逼近最优状态–动作价值函数。其更新目标定

义为： 

 )' ',(t ty r Q s a= +  (15) 

其中𝑟𝑡为当前状态执行动作后的即时奖励，γ

为折扣因子，𝑠′为下一状态。通过这一迭代更新，

网络能够逐步学习到在保证局部物理精度的同时

优化整体计算性能的最优动作策略。 

多尺度输运问题中的局部结构通常具有明显

的空间非均匀性和动态演化特征，其形成与迁移

不仅取决于当前单元内的局部状态，还会受到邻

域分布、传播方向、结构形态变化以及不同区域

之间相互影响的共同作用。因此，单纯依赖局部

误差或局部梯度信息，往往只能反映当前时刻、

当前空间位置附近的变化情况，难以充分描述结

构迁移、边界演化或多区域协同变化对网格分辨

率提出的要求。引入邻域信息和全局优化目标，

有助于模型从整体上刻画数值解的空间分布与演

化特征，使自适应网格剖分在局部指标响应之外

进一步考虑误差控制与计算成本之间的整体平衡，

从而提高关键区域的分辨能力和数值模拟的稳定

性。 

为兼顾全局协同优化能力与大规模系统的可

扩展性，本文采用多智能体 CTDE 框架对 AMR

过程进行建模，将每个网格单元视为一个智能体。

各智能体基于自身局部状态及邻域信息输出剖分

动作，从而将全局网格剖分问题分解为多个局部

单元的协同决策问题。在训练阶段，所有智能体

共享全局奖励信号𝑄(𝑠, 𝑎)，并可利用全局状态信

息对价值函数进行联合优化。通过集中式的价值

函数估计，可以将各个智能体的局部决策与全局

性能指标（如整体误差与计算成本）建立联系，

从而实现对全局目标的直接优化。具体而言，将

全局价值函数𝑄(𝑠, 𝑎)表示为各个智能体局部价

值函数的加性组合： 

 ( )
1

( , ) ,
n

i i i

i

Q s a Q o a
=

=  (16) 

其中，𝑄𝑖(𝑜𝑖 , 𝑎𝑖)表示第 𝑖个智能体在其局部

观测 𝑜𝑖下采取动作 𝑎𝑖的个体价值函数。该分解

方式将原本高维、耦合的联合优化问题转化为多

个低维的局部优化问题，从而显著降低了计算复

杂度，并提升了模型在大规模系统中的可扩展性。 

在执行阶段，每个智能体仅依赖自身的局部

观测𝑜𝑖和对应的价值函数𝑄𝑖(𝑜𝑖 , 𝑎𝑖)独立选择动作，

无需访问其他智能体的信息或全局状态。这种分

布式决策机制使得模型能够适应 AMR 过程中智

能体数量动态变化的特点，同时显著降低了在线

计算开销。 

为保证局部最优决策能够一致地导出全局最

优策略，需要满足个体 –全局最大一致性

（Individual-Global-Max, IGM）性质[19]，即如果

全局价值函数可以表示为各个智能体局部价值函

数的加性组合，则其最优联合动作可由各智能体

局部最优动作独立组合得到： 

 ( )* * *

1 , , na a a=  (17) 

 
* ( , )

ii a i i ia argmax Q s a=  (18) 

其中，𝑎∗为全局最优联合动作，𝑎𝑖
∗为第𝑖个智

能体的局部最优动作。 

在满足 IGM 条件时，全局最优策略的求解无

需在指数规模的联合动作空间中进行搜索，而可

以通过各智能体独立求解局部最优动作实现，从

而显著降低决策复杂度。在采用加性价值分解的

情况下，若全局价值函数能够表示为各智能体局

部价值函数之和，则局部贪心动作组合可与全局

贪心动作保持一致，从而满足 IGM 条件[19]。 

为提升模型的表达能力与稳定性，本文在图

注意力机制中引入多头注意力结构。通过设置多

个独立的注意力头，对节点特征进行不同子空间

的映射与信息聚合，从而使模型能够从多个角度

刻画节点间的相互作用关系。各注意力头的输出

在特征维度上进行拼接，并通过线性变换得到最

终的节点表示，有助于增强模型对复杂邻域结构

的建模能力。 

在此基础上，采用多层图神经网络结构对特

征进行逐层传播与更新。每一层均执行一次基于

注意力的邻域聚合操作，使节点能够逐步获取更

远距离的邻域信息，从而扩大感受野。同时，引

入残差连接与归一化操作以缓解深层网络中的梯

度消失问题，并提高训练稳定性。通过多头与多

层结构的结合，模型能够在非结构网格上实现多

尺度信息建模。算法决策过程与结构如图 3 所示。 

3  数值实验与结果分析 

3.1  实验环境与设置 

为验证所提出方法在输运类问题中的 AMR 

效果，本文基于二维对流方程构建数值实验环境。
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需要说明的是，本文采用二维线性对流方程作为 

 

图 3  强化学习框架下的动作决策与策略更新过程。 

Fig.3  Action selection and policy learning process in the reinforcement learning framework.

验证对象，主要用于在简化模型下考察所提出强

化学习网格剖分方法对细化区域选择、局部结构

跟踪和误差—成本权衡的调控能力。该方程能够

保留输运问题中的方向性传播和局部结构迁移特

征，但尚未包含实际输运问题中的复杂物理过程。

因此，本文结果应理解为方法层面的初步验证，

而非完整过程的直接模拟。后续工作将进一步面

向更复杂的多物理场耦合模型开展验证，以评估

该方法在实际空间环境数值模拟中的推广能力。

所有实验均在统一配置下进行训练与测试，以保

证结果的可比性与可重复性。 

训练阶段采用的二维线性对流方程[20]： 

 0tu u+  =v  (19) 

其他训练阶段数值求解器参数见表 1，神经

网络结构参数见表 2。 

表 1  训练阶段数值求解器参数设置。 

Tab.1  Solver parameters used in the training phase.  

参数 记号 值 

PDE类型 - Advection 

时间步长 dt 0.002 

网格剖分步长 𝑡𝑠𝑡𝑒𝑝 125 

终止时间 - 0.75 

网格类型 - quadrilateral 

边界条件 - periodic 

最大剖分层级 - 1 

是否允许粗化 - 是 

强化学习算法的核心参数设置见表 3。其中，

采用 ε-greedy 策略进行探索，并通过逐步衰减探

索率实现从探索到利用的平滑过渡。折扣因子设

为 0.99 以强调长期回报，从而引导模型学习前瞻

性网格剖分策略。经验回放机制用于提高样本利

用效率，而优先经验回放进一步强化了对关键样

本的学习能力。此外，引入Double DQN与Dueling 

DQN 结构以缓解 Q 值过估计问题并提升训练稳

定性。 

表 2  神经网络结构参数设置。 

Tab.2  Neural network architecture parameters.  

参数 值 

特征维度 64 

注意力头数 2 

注意力层数 2 

递归传播次数 3 

是否使用注意力 True 

是否使用残差连接 True 

是否使用 LayerNorm True 

表 3  强化学习算法关键参数设置。 

Tab.3  Key hyperparameters of the reinforcement learning 

algorithm.  

参数 值 

Batch size 16 

学习率 0.005 

折扣因子 0.99 

Buffer size 10000 

ε-greedy (start/end) 0.5 / 0.01 

ε 衰减步数 150000 

训练轮数 400000 

优先经验回放 True 

为进一步综合评估误差与计算成本之间的权

衡关系，本文引入效率指标𝜂[17]，用于刻画不同

方法在精度与资源消耗之间的整体表现。该指标

基于归一化误差与归一化计算成本定义为： 

 
2 2

1 c d = − +  (20) 
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其中，𝑐̃  表示归一化全局误差，𝑑̃表示归一化

计算资源占用。该指标的取值范围为[0,1]，数值

越大表示在相同计算成本下获得更低误差，或在

相同误差水平下消耗更少资源，从而具有更高的

整体效率。通过该指标，可以将误差与计算成本

统一到同一评价框架中，为不同方法之间的性能

比较提供直观依据。 

本文还引入去中心化执行一致性指标

（Decentralized Execution Consistency, DECG），

以衡量中心化训练价值函数与去中心化逐单元执

行策略之间的一致性。对于给定状态 𝑠，设中心

化联合动作价值函数为𝑄𝑡𝑜𝑡(𝑠, 𝒂)，去中心化执行

动作记为𝒂𝑑𝑒𝑐，候选联合动作集合中的最大和最

小中心化价值分别为 𝑄𝑡𝑜𝑡
𝑚𝑎𝑥和 𝑄𝑡𝑜𝑡

𝑚𝑖𝑛，则 DECG

定义为： 

 

dec min

tot tot

max min

tot tot

( , )
1

Q s Q
DECG

Q Q

−
= −

−

a
 (21) 

DECG 越小，说明去中心化执行动作越接近

中心化训练目标下的最优动作；当 DECG 接近 0 

时，表示中心化训练目标能够被局部执行策略较

好地继承。由于联合动作空间规模会随网格单元

数量呈指数增长，直接枚举全部联合动作在实际 

AMR 场景中不可行。因此，本文在每个状态 𝑠下

构造有限候选联合动作集合 𝒜cand(𝑠)，用于近似

评估中心化目标与去中心化执行动作之间的一致

性。 

在实验设计方面，本文围绕基础训练场景验

证、关键模块消融、跨场景泛化能力评估和综合

效率评价等层面开展数值实验。首先，基于训练

场景考察所提出方法的基本网格剖分能力，重点

分析模型能否根据数值解的空间分布特征及其演

化趋势合理选择剖分区域，并在有限计算资源条

件下有效抑制全局误差增长。在此基础上，为进

一步明确各组成模块对整体性能的贡献，本文设

置消融实验，分别考察图注意力机制、价值分解

机制和多智能体集中训练框架的作用，从而验证

所提出方法相较于简化模型及参数共享单智能体

策略的差异。随后，为评估模型在未参与训练场

景下的适应能力，本文构造多类泛化测试场景，

覆盖多区域边界结构、复杂局部形态、非结构网

格拓扑、非线性演化、耗散型演化和传播型演化

等典型数值现象，用以考察模型在不同解结构、

网格连接关系和物理演化机制下的剖分稳定性。

最后，本文采用效率指标对不同方法在误差控制

与计算资源消耗之间的综合表现进行统一评价，

并结合多次独立测试结果，比较所提出方法与传

统 AMR 方法及单智能体强化学习方法在不同

实验场景下的性能差异。 

本文的训练与实验环境为 Ubuntu 23.10 操作

系统，配备双路 Intel Xeon Platinum 8476C 处理

器、256 GB 系统内存；运行环境包括 Python 3.12

与 TensorFlow 2.16.1。 

3.2  训练场景实验结果与分析 

在初始网格为16×16、最大剖分深度为 1 的 

条件下，实验结果如图 4 所示, 其中上排为强化

学习方法得到的网格剖分结果，下排为传统阈值

方法在相同时间步下的网格剖分结果。

(a) 第 1 次剖分 (b) 第 1 次剖分后数值步进 (c) 第 2 次剖分 (d) 第 2 次剖分后数值步进 

    

    

图 4  强化学习方法与传统方法的网格剖分结果对比。 
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Fig.4  Comparison of mesh refinement results between the reinforcement learning method and the traditional method.

实验结果表明，强化学习方法能够根据数值

解的空间分布动态调整网格分辨率，使剖分区域

较好地跟随物理量高梯度区域的移动，并在解变

化较为平缓的区域保持 

较低分辨率，从而实现对计算资源的合理分配。 

相比之下，传统阈值方法主要依据当前时刻

的局部误差或阈值判据进行网格剖分，其剖分区

域虽然能够在一定程度上覆盖主要分布区域，但

在连续时间演化过程中容易出现剖分区域滞后、

分布不够集中或局部过度剖分等现象。因此所提

出的强化学习方法在网格分辨率动态剖分和剖分

区域空间协调方面具有一定优势。 

为定量分析不同网格剖分策略对数值误差演

化的影响，本文统计了训练环境下不同方法的全

局误差增长情况，结果如图 5 所示。 

 

图 5  训练环境下强化学习方法与不同剖分步长阈值方

法的全局误差增长曲线对比。 

Fig.5  Comparison of global error growth curves between 

the reinforcement learning method and threshold-based 

methods with different refinement step sizes in the training 

environment. 

图 5 中对比了不同剖分步长下的传统阈值方

法、均匀细网格方法以及强化学习方法的全局误

差变化曲线。可以看出，随着时间推进，各方法

的全局误差均呈现逐渐增长趋势，但不同方法之

间的误差增长幅度存在明显差异。当传统阈值方

法采用较大的剖分步长时，其网格更新频率较低，

难以及时跟随数值解中高梯度区域的运动变化，

因此全局误差增长较快。随着剖分步长减小，阈

值方法能够更频繁地调整网格结构，误差控制效

果有所改善，但同时也会带来更高的网格更新开

销和计算负担。相比之下，强化学习方法在相同

剖分步长条件下能够获得更低的全局误差，其误

差增长曲线与小剖分步长阈值方法以及均匀细网

格方法较为接近，说明该方法能够在较低网格调

整频率下实现较好的误差控制效果。 

这一结果表明，强化学习方法并非简单依赖

频繁的网格更新来降低误差，而是通过学习数值

解演化特征与网格剖分行为之间的关系，在有限

的网格调整次数下更加合理地选择剖分区域。与

传统阈值方法相比，所提出方法能够在保持较低

计算开销的同时有效抑制全局误差增长，从而在

计算精度与计算效率之间取得更好的平衡。 

为进一步分析本文方法中关键模块的影响，

本文在训练场景下设计了消融实验。消融实验采

用与前文相同的二维线性对流方程、初始网格、

最大剖分深度和训练参数设置，仅对模型结构中

的关键模块进行替换或移除，以保证不同方法之

间具有可比性。为降低随机初始条件对实验结论

的影响，每种方法均在 30 组随机初始条件下重

复实验，并统计效率指标与 DECG 指标的均值

和标准误。表中括号内数值表示标准误，用于反

映重复实验下均值估计的稳定性。 

本文设计了四组对比模型。其中，Yang-RL 

采用非严格价值分解的混合决策结构作为对照；

MARL w/o GAT 去除了图注意力模块，用于考察

邻域信息聚合能力对网格局部决策的影响；

MARL w/o VD 去除了价值分解结构，用于分析

价值分解机制对中心化训练目标与去中心化执行

一致性的作用；MARL 表示本文提出的完整模型，

包含图注意力网络、价值分解结构以及 CTDE 

训练框架。实验结果如表 4 所示。 

表 4  不同强化学习模型在 30 次随机初始条件下的消

融实验结果。 

Tab.4  Ablation results of different reinforcement learning 

models under 30 random initial conditions.  

模型 效率指标 DECG 

Yang-RL 0.83(0.02) 0.313(0.005) 

MARL w/o GAT 0.85(0.03) 0.110(0.003) 

MARL w/o VD 0.82(0.02) N/A 

MARL 0.89(0.02) 0.093(0.002) 

由表 4 可以看出，完整 MARL 模型在效率

指标上取得最优结果，其平均效率指标为 0.89，

高于 Yang-RL 的 0.83、MARL w/o GAT 的 0.85 

以及 MARL w/o VD 的 0.82。相较于 Yang-RL，

完整 MARL 的效率指标提升约 7.2%；相较于去

除图注意力模块的 MARL w/o GAT，提升约 

4.7%；相较于去除价值分解结构的 MARL w/o 
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VD，提升约 8.5%。这表明，本文方法中图注意

力网络、价值分解结构与 CTDE 训练框架的联

合使用，能够有效提升模型在误差控制与计算资

源利用之间的综合表现。 

从  DECG 指标来看，完整  MARL 的 

DECG 值为 0.093，低于 Yang-RL 的 0.313 和 

MARL w/o GAT 的 0.110，说明完整模型在中心

化训练目标与去中心化执行动作之间具有更好的

一致性。Yang-RL 的 DECG 值较高，表明其混

合决策结构虽然能够生成网格剖分动作，但全局

训练目标与局部单元动作之间仍存在较明显偏差。

MARL w/o GAT 的 DECG 值高于完整 MARL，

说明去除图注意力模块后，模型对邻域误差分布

和局部耦合关系的感知能力下降，从而削弱了单

元级动作与全局优化目标之间的一致性。对于 

MARL w/o VD，由于其去除了价值分解结构，不

再具备将中心化价值目标分解到局部智能体贡献

的机制，因此 DECG 指标无法计算，记为 N/A。 

消融实验结果表明，图注意力网络主要提升

了模型对邻域信息和误差空间结构的感知能力，

价值分解结构增强了中心化训练目标向局部动作

决策的可解释分解能力，而 CTDE 框架则使模

型能够在训练阶段利用全局信息、在执行阶段保

持单元级去中心化决策。三者共同作用，使得完

整 MARL 模型在效率指标和 DECG 指标上均

取得最优结果。 

3.3  泛化实验结果与分析 

为了进一步验证所提出强化学习网格剖分策

略的泛化能力，本文在未参与训练的初始条件、

网格结构、控制方程类型以及边界条件下开展泛

化实验。泛化实验包括 5 个场景，分别从初始分

布复杂性、网格拓扑变化、方程非线性、物理机

制差异和边界传播效应等方面对训练环境进行扩

展。泛化场景 1 为线性对流方程下的对向双环形

分布，重点考察模型对多个分离局部结构、环形

边界以及相反传播方向的协调剖分能力；泛化场

景 2 为非结构三角形网格下的线性对流方程，重

点考察基于图结构的状态表示对不规则单元形状

和复杂邻接关系的适应能力；泛化场景 3 为非线

性对流方程，重点考察模型在传播速度和误差演

化受解本身影响时的动态剖分能力；泛化场景 4 

为具有 Neumann 边界条件的扩散方程，重点考

察模型对耗散型演化、梯度平滑和边界条件变化

的适应能力；泛化场景 5 为具有固定壁边界条件

的波动方程，重点考察模型对波动传播、边界反

射和局部振荡区域的跟踪能力。各泛化场景的方

程类型、初始分布、网格结构和边界条件如表 5 

所示，与训练场景相比，泛化实验中的物理量分

布形式、网格连接关系、方程演化机制和边界约

束均发生变化，因此能够更充分地检验模型是否

学习到了数值解演化与网格剖分之间的内在关系，

而不是仅仅记忆训练样本中的特定剖分模式。 

实验结果如图 6 至图 10 所示，图中 (a) 

和 (c) 表示在当前时刻根据网格剖分策略得到

的剖分结果，(b) 和 (d) 表示在相应剖分网格上

完成数值步进后的计算结 果。由结果图可以看出，

在泛化场景 1 中，强化学习方法能够同时识别两

个相互分离且传播方向相反的环形高梯度区域，

并在内外边界附近布置较高分辨率网格，说明模

型具有一定的多目标区域协调剖分能力。 

在泛化场景 2 中，尽管网格单元形状和连接

关系与训练阶段的规则网格存在明显差异，模型

仍能够将剖分区域集中于数值解变化剧烈的位置，

表明基于图结构的状态表示和邻域信息聚合机制

有助于增强模型对不同网格拓扑的适应能力。在

泛化场景 3 中，数值解的传播速度和局部梯度变

化与解本身相关，误差增长区域相较线性对流问

题更加复杂。实验结果表明，所提出方法仍能够

根据解的局部演化特征选择主要剖分区域，并在

物理量变化平缓的位置保持较低网格分辨率，从

而避免不必要的计算资源消耗。在泛化场景 4 中，

解的演化主要表现为局部峰值的平滑扩散和梯度

逐渐减弱，模型能够在梯度变化较明显的区域进

行适度加密，而不是对整个区域进行均匀剖分，

说明该方法能够根据误差分布变化动态调整剖分

策略。在泛化场景 5 中，数值解具有明显的传播

和边界反射特征，模型能够在波前、反射区域以

及局部振荡较强的位置保持较高分辨率，表明所 

表 5  泛化实验场景设置。 

Tab.5  Generalization test scenarios.  

场景编号 方程类型 网格类型 初始分布 边界条件 

1 线性对流方程 结构四边形网格 对向双环形分布 周期边界条件
 

2 线性对流方程 非结构三角形网格 高斯型局部分布 周期边界条件 

3 非线性对流方程 结构四边形网格 高斯型局部分布 周期边界条件 
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4 扩散方程 结构四边形网格 高斯型局部分布 Neumann 边界条件 

5 波动方程 结构四边形网格 高斯型局部分布 固定壁边界条件 

 

(a) 第 1 次剖分 

 

(b) 第 1 次剖分后数值步进 

 

(c) 第 2 次剖分 

 

(d) 第 2 次剖分后数值步进 

图 6  泛化测试场景 1 下强化学习方法的网格剖分结果。 

Fig.6  Mesh refinement results of the reinforcement learning method under generalization test scenario 1. 

 

(a) 第 1 次剖分 

 

(b) 第 1 次剖分后数值步进 

 

(c) 第 2 次剖分 

 

(d) 第 2 次剖分后数值步进 

图 7  泛化测试场景 2 下强化学习方法的网格剖分结果。 

Fig.7  Mesh refinement results of the reinforcement learning method under generalization test scenario 2. 

 

(a) 第 1 次剖分 

 

(b) 第 1 次剖分后数值步进 

 

(c) 第 2 次剖分 

 

(d) 第 2 次剖分后数值步进 

图 8  泛化测试场景 3 下强化学习方法的网格剖分结果。 

Fig.8  Mesh refinement results of the reinforcement learning method under generalization test scenario 3. 

 

(a) 第 1 次剖分 

 

(b) 第 1 次剖分后数值步进 

 

(c) 第 2 次剖分 

 

(d) 第 2 次剖分后数值步进 

图 9  泛化测试场景 4 下强化学习方法的网格剖分结果。 
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Fig.9  Mesh refinement results of the reinforcement learning method under generalization test scenario 4. 

 

(a) 第 1 次剖分 

 

(b) 第 1 次剖分后数值步进 

 

(c) 第 2 次剖分 

 

(d) 第 2 次剖分后数值步进 

图 10  泛化测试场景 5 下强化学习方法的网格剖分结果。 

Fig.10  Mesh refinement results of the reinforcement learning method under generalization test scenario 5. 

提出策略对波动型问题中的动态误差传播也具有

一定捕捉能力。 

在此基础上，本文引入多类代表性基线方法，

对所提出的 MARL 网格剖分方法进行综合评价。

传统  AMR 基线包括基于梯度指示器的

Grad-based AMR[21] 、基于 Zienkiewicz–Zhu 型

恢复误 

差指示器的 ZZ-type AMR[22]、基于相邻网格解差

的 Löhner-type AMR[5]和 Kelly-type AMR[23,24]。其

中，Grad-based AMR 主要依据局部物理量梯度

大小进行网格剖分，能够直接反映局部变化剧烈

区域；ZZ-type AMR 则通过恢复型误差指示器估

计局部误差，相较于单纯梯度指标具有更好的平

滑性和稳定性；Löhner-type AMR 利用相邻网格

单元的解值变化构造归一化差分指标，用于识别

局部曲率较大或变化突出的区域；Kelly-type 

AMR 则依据相邻单元之间的解跳跃、梯度跳跃

或通量跳跃衡量局部离散误差。强化学习基线采

用 Yang et al. [17]的方法，用以对比单智能体强化

学习网格剖分策略与本文多智能体强化学习框架

之间的差异。结果如表 6 所示，表中 SARL 表示

单智能体强化学习； MARL / best baseline 表示

本文方法与同一测试场景下最优基线方法效率指

标的比值，所有结果均基于 30 次随机初始条件

重复实验统计得到，表中数值采用“均值（标准误）”

形式表示。 

由表 6 可以看出，在训练场景中，本文 

MARL 的效率指标达到 0.89，高于各传统 AMR 

方法和 Yang-RL。其中，Yang-RL 为该场景下的

最优基线，效率指标为 0.83，本文方法相对提升

约 7%，说明其能够更有效地平衡误差控制与计

算资源消耗。 

在泛化测试场景中，本文 MARL 仍保持较

好性能。对于线性对流方程的对向双环形分布，

本文方法效率指标为 0.75，相对最优基线 0.72 

提升约 4%，说明该方法能够协调多个分离高梯

度区域的剖分决策。对于非结构三角形网格场景，

本文方法效率指标为 0.69，相对最优基线 0.67 

略有提升，表明模型对网格拓扑变化具有一定适

应能力。在非线性对流方程场景中，本文方法效

率指标为 0.77，高于最优基线 0.73，说明其能够

较好捕捉非线性输运中的误差演化。 

在扩散方程 Neumann 边界条件和波动方程

固定壁边界条件场景中，本文方法效率指标分别

为 0.79 和 0.75，相对最优基线提升约 4%和 3%。

虽然提升幅度较小，但在方程类型和边界条件变

化的情况下仍保持最优表现。总体来看，MARL / 

best baseline 在所有场景中均大于 1，表明本文

方法在训练场景和多类泛化场景下均具有稳定优

势。 

表 6 不同 AMR 方法在训练场景及泛化测试场景下的效率指标对比。 

Table 6 Comparison of efficiency metrics for different AMR methods in the training and generalization test scenarios. 

方法类别 方法 训练场景 泛化场景 1 泛化场景 2 泛化场景 3 泛化场景 4 泛化场景 5 

传统 AMR Grad-based 0.73 (0.01) 0.57 (0.01) 0.59 (0.01) 0.62 (0.01) 0.69 (0.01) 0.55 (0.02) 

传统 AMR ZZ-type 0.77 (0.01) 0.61 (0.01) 0.61 (0.02) 0.58 (0.01) 0.75 (0.01) 0.59 (0.01) 

传统 AMR Löhner-type 0.81 (0.01) 0.70 (0.02) 0.63 (0.01) 0.60 (0.02) 0.72 (0.01) 0.66 (0.01) 

传统 AMR Kelly-type 0.76 (0.01) 0.68 (0.01) 0.65 (0.01) 0.64 (0.01) 0.73 (0.01) 0.63 (0.01) 

SARL Yang-RL 0.83 (0.02) 0.72 (0.02) 0.67 (0.01) 0.73 (0.02) 0.76 (0.01) 0.73 (0.01) 

MARL MARL 0.89 (0.01) 0.75 (0.01) 0.69 (0.01) 0.77 (0.02) 0.79 (0.01) 0.75 (0.01) 

最新
录用



 

13 

MARL best baseline⁄  1.07 1.04 1.03 1.05 1.04 1.03 

为进一步验证本文  MARL 方法相较于 

Yang-RL 方法的提升是否具有统计可靠性，本文

基于 30 次随机初始条件重复实验结果进行配对

显著性检验，采用双侧配对 t 检验计算 p 值。

结果如表 7 所示, 表中数值采用“均值（标准误）”

形式表示。 

表 7  MARL 与 Yang-RL 的配对显著性检验结果。 

Tab.7  Paired significance test results between MARL and 

Yang-RL. 

测试场景 Yang-RL MARL 相对提升 p 值 

训练场景 0.83 (0.02) 0.89 (0.01) 7.2% 0.002 

泛化场景 1 0.72 (0.02) 0.75 (0.01) 4.2% 0.013 

泛化场景 2 0.67 (0.01) 0.69 (0.01) 3.0% 0.035 

泛化场景 3 0.73 (0.02) 0.77 (0.02) 5.5% 0.010 

泛化场景 4 0.76 (0.01) 0.79 (0.01) 3.9% 0.015 

泛化场景 5 0.73 (0.01) 0.75 (0.01) 2.7% 0.021 

由表 7 可以看出，MARL 在训练场景及各

泛化测试场景中的效率指标均高于 Yang-RL。各

场景下的 p 值均小于 0.05，说明 MARL 相较

Yang-RL 的提升在统计意义上显著；同时，不同

泛化场景下的提升幅度存在差异，说明 MARL

在整体上具有稳定优势，但其增益大小会受到方

程类型、网格结构和边界条件变化的影响。 

4  结论 

针对多尺度输运过程数值模拟中局部强梯度

结构捕捉与计算效率难以兼顾的问题，本文提出

一种基于多智能体强化学习的 AMR 方法。该方

法将网格剖分过程建模为马尔可夫决策过程，以

网格单元为智能体，结合图结构状态表示、图注

意力邻域信息聚合以及 CTDE 框架下的价值分

解机制，实现了局部剖分动作与全局误差控制、

计算资源优化目标之间的协同。 

实验结果表明，本文方法能够根据数值解的

空间分布和演化特征动态调整网格分辨率，在较

低网格更新频率下仍保持较好的误差控制能力。

消融实验进一步表明，图注意力机制、价值分解

结构和 CTDE 框架均对模型性能提升具有贡献。

泛化实验结果显示，本文方法在复杂初始分布、

非结构网格、非线性对流、扩散方程和波动方程

等未参与训练的场景下仍能保持较稳定的效率表

现，相较传统 AMR 方法和 Yang-RL 方法具有

一定优势。 

需要说明的是，本文目前仍主要面向典型输

运类模型开展方法验证。后续工作将进一步面向

包含源项、耗散效应、非线性耦合和背景场作用

的复杂物理模型开展测试，以评估该方法在更接

近实际空间环境数值模拟问题中的适用性。 
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