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摘   要   在综合孔径射电望远镜中, 从测量的可见度函数重构出图像是一个病态的反问题. 虽然压缩感知技术已

成功地应用于综合孔径射电望远镜成像中, 但是传统的压缩感知算法利用 L1 范数最小化, 近似取代 L0 范数最小

化, 带来了一定的偏差. 针对此问题, 本文提出了一种基于最小最大凹惩罚的综合孔径射电望远镜成像方法. 该方

法利用最小最大凹惩罚来近似 L0 范数, 并利用近端梯度算法求解最小化模型. 在求解过程中, 采用最大似然估计

来自适应选取正则化参数, 提高重构结果的准确性. 并采用重启和自适应策略, 以避免迭代过程中的振荡, 并提高

算法的收敛速度. 实验结果表明, 该方法在重建精度和对噪声鲁棒性方面优于目前典型的压缩感知算法, 证明了其

有效性.
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Abstract    In the  synthetic  aperture  radio  telescope,  the  reconstruction  of  an  image  from  the  mea-
sured visibility  function is  an ill-posed inverse  problem on account of  limitations in the visibility  sam-

pling  scheme.  Although compressed sensing  technology has  been successfully  applied  in  interferometric
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imaging of a synthetic aperture radio telescope, the traditional compressed sensing algorithms make use

of L1 norm minimization to approximately replace L0 norm minimization, which brings a certain devia-

tion.  To  address  this  issue,  a  new imaging  method  of  a  synthetic  aperture  radio  telescope  based  on  a

minimax concave penalty is proposed in this paper. This method approximates the L0 norm by the mini-

max concave penalty, and efficiently solves the non-convex minimization model by the proximal gradi-

ent algorithm. Compared with the L1 norm, the minimax concave penalty is a closer approximation of

the L0 norm. In the iterative process, the maximum likelihood estimation is employed to adaptively se-

lect the regularization parameter, thereby enhancing the accuracy of the reconstruction results. In addi-

tion, the restart and adaptive strategies are adopted to avoid the oscillations during the iteration pro-

cess  and improve the convergence speed of  the  algorithm. Based on a simulated general  array using a

random sampling pattern of variable density and the Square Kilometer Array, numerical simulation ex-

periments have been conducted to compare the performance of the proposed method in terms of recon-

struction quality and computation speed with respect to classical imaging methods such as the Sparsity

Averaging Reweighted Analysis (SARA) and Artificial Intelligence for Regularization in radio-interfero-

metric  Imaging (AIRI).  The numerical  experiment results  indicate  that  compared with the SARA and

AIRI approaches, the proposed approach can effectively reduce the reconstruction error and improve the

reconstruction  quality.  The  computation  speed  of  the  proposed  approach  is  markedly  faster  than  the

SARA and slightly slower than the AIRI. Furthermore, the proposed approach exhibits superior robust-

ness to noise interference than the SARA and AIRI approaches.

Key  words    Radio telescope, Aperture synthesis, Compressed sensing, Minimax concave penalty

 0　引言

综合孔径射电望远镜是射电天文领域里一种重

要的观测设备, 其利用干涉式综合孔径成像技术对射

电源的射电辐射进行成像观测[1]. 经过几十年的发展,

干涉式综合孔径成像技术已逐渐成熟, 同时建造有

多台综合孔径射电望远镜. 例如, VLA (Very Large

Array)[2]、ATCA (Australia Telescope Compact Ar-

ray)[3]、LOFAR (Low Frequency Array)[4] 以及中国

的 21 cm低频射电阵列[5]、明安图射电频谱日像仪[6]、

稻城圆环阵太阳射电成像望远镜[7] 等.

然而, 综合孔径射电望远镜测量输出的复可见度

函数只是观测信号在空间频率上的不完整覆盖, 其

测量公式可以表示为一个病态的线性方程. 在过去的

几十年里, 天文学家广泛使用的成像方法是 CLEAN

系列算法 [8], 包括 HOGBOM-CLEAN算法 [9]、多尺

度 CLEAN[10] 和自适应尺度 CLEAN[11,12] 等 . 但是 ,

CLEAN系列算法的不足之处是计算时间较长, 难以

扩展到处理大规模的数据.

为了克服上述问题, 压缩感知技术被引入到综合

孔径射电望远镜中. 压缩感知是一种信号处理技术,

其基于信号的稀疏性或可压缩性, 从低于奈奎斯特采

样定理所需测量数据中重建得到原始信号 [13]. 近年

来, 有研究提出了很多种基于压缩感知的综合孔径射

电望远镜成像方法, 例如 IUWT (Isotropic Undeci-

mated Wavelet Transform)算法 [14,15], SARA (Spar-

sity Averaging Reweighted Analysis) 系列算法[16–19]

等. IUWT算法根据天文图像的特点采用各向同性非

抽取小波基作为稀疏基, 而 SARA系列算法采用多

个稀疏基的平均作为稀疏基, 具有更强的稀疏表示能

力. 随着人工智能的兴起, 近年来有研究利用深度神

经网络 (DNN)[20,21] 进行射电干涉成像端对端重构.

最近, 为了改进 SARA算法的性能, 研究提出了一种

基于深度即插即用的射电干涉成像方法 , 即 AIRI

(Artificial  Intelligence  for  Regularization  in  radio-

interferometric Imaging)[22,23]. AIRI成像方法结合了

传统凸优化算法和深度学习的优势, 在重构精度和速

度方面均优于传统压缩感知算法. 此外, 贝叶斯框架

也被应用于射电干涉成像[24,25], 但是其计算复杂度高,

计算速度较慢.

值得注意的是, 在压缩感知理论中需要求解的

L0 范数最小化问题是一个 NP-hard (Non-determin-

istic Polynomial-time hard)问题 , 通常用凸优化的

L1 范数最小化来近似替代, 但会带来一定的偏差. 与
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L1 范数相比 , 最小最大凹惩罚 (Minimax Concave

Penalty, MCP)[26] 更加接近 L0 范数. 因此, 为了改善

上述偏差问题, 提出了一种基于最小最大凹惩罚的综

合孔径射电望远镜成像方法.

 1　基于压缩感知的综合孔径
射电望远镜成像

 1.1　综合孔径射电望远镜成像原理

综合孔径射电望远镜各天线单元在一定的几何

位置上稀疏地排列, 接收来自天体的电磁波信号, 然

后对这些天线接收到的复信号进行复相关操作, 测量

得到频率域上的可见度函数 [27]. 测量的可见度函数

y与辐射信号 x之间的关系可以表示为

y(u) =
w
x(l)A(l)e−i2πl·ud2l. (1)

l = (l,m)

u = (u, v)

其中, A表示天线的主波束响应;  表示辐射

信号在图像平面上的坐标;  为基线矢量, 表

示经波长归一化后两个天线单元之间的相对位置.

经过离散化后, 式 (1)变成如下矩阵形式:

y = Φx+ n. (2)

y ∈ CM x ∈ RN
+

C R

Φ ∈ CM×N

n ∈ CM

其中,  表示可见度函数向量,  表示辐

射强度向量, 并且需要满足正实数约束,  和 分别

表示复数和实数; 矩阵 表示从图像空间到

可见度函数空间的线性映射;  表示来自仪器

或者天体目标的噪声向量. 由于综合孔径射电望远镜

通常只能获取不完整的部分基线数据, 式 (2)是一个

病态反问题. 在综合孔径射电望远镜中, 传统的经典

成像算法是 CLEAN和其改进版本. 然而, 该类算法

的不足之处是只能提供次优的重构质量, 且在处理大

规模数据时计算速度较慢. 为此, 压缩感知技术被引

入到综合孔径射电望远镜成像中.

 1.2　综合孔径射电望远镜典型的成像方法

ψ ∈ CN×N x = ψα

α ∈ CN Φ

压缩感知[28] 是指当信号是稀疏的或者可压缩的,

可以突破传统奈奎斯特采样定理的限制, 从少量的测

量数据中精确地重构原始信号. 设信号 x在某个正交

基 上是稀疏的或可压缩的, 即 , 其

中 为稀疏系数. 当矩阵 满足有限等距性质[29]

时, 通过求解下列最小化问题可精确地重构信号:

min
x

∥∥ψ†x
∥∥
0
, s.t. ∥y −Φx∥2 ⩽ ε. (3)

ψ† ψ其中,  表示 的伴随算子. 值得注意的是, 式 (3)的

求解是 NP-hard的, 缺乏有效的数值解法. 一般情况

下, 将 L0 范数最小化问题松弛为 L1 范数最小化问

题, 即

min
x

∥∥ψ†x
∥∥
1
, s.t. ∥y −Φx∥2 ⩽ ε. (4)

然后利用凸优化方法进行求解. 在综合孔径射电望远

镜中, 目前典型的成像方法是 SARA和 AIRI算法.

SARA算法针对天文图像的特性, 构建了一个由

狄拉克基和各类小波基共同组成的字典进行稀疏表

示, 相比于单个稀疏基, 具有更强的稀疏表征能力. 然

后采用交替方向乘子法、前后向迭代原始对偶法和预

处理原始对偶法等算法对加权 L1 范数最小化模型进

行求解.

在 SARA算法的无约束版本 uSARA (uncon-

strained SARA)[22] 基础上, AIRI算法通过训练 DNN

作为去噪器来替代 uSARA算法正则化步骤中的近端

算子, 从而发挥 DNN的优势, 例如网络设计的高灵

活性、GPU (Graphics Processing Unit)的高效率和

深度网络强大的建模能力. AIRI算法的优点是继承

了优化算法的鲁棒性和可解释性, 以及深度神经网络

的学习能力和速度.

 2　基于最小最大凹惩罚的成像方法

值得注意的是, 传统的压缩感知算法一般通过求

解 L1 范数来近似替代 NP-hard的 L0 范数最小化问

题, 其存在着一定的偏差, 影响了重构结果的精确性.

为了降低偏差, 提出了一种基于MCP的综合孔径射

电望远镜成像方法. 该算法求解的最小化模型可表

示为

min
x

[
1

2
∥y −Φx∥22 + Pλ

(
ψ†x

)]
, s.t. x ∈ RN

+ . (5)

ψ

Pλ (ψ
†x)

其中, λ≥0为正则化参数;  为多个稀疏基的平均,

包括狄拉克基和 8个多贝西小波 Db1-Db8; 

为最小最大凹惩罚项, 其定义为

Pλ (t) =


λ |t| − t2

2γ
, |t| ⩽ γλ;

γλ2

2
, |t| > γλ.

(6)

γ ∈ [2, 5] γ = 3.7其中,  是一个常量, 这里取 [30].

利用近端梯度算法[31] 快速求解式 (5), 可得
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x̃k+1 = ψTλ

{
ψ† [sk + βΦ† (y −Φsk)

]}
. (7)

x̃k+1 sk

β ∈ (0, 1] Tλ (·)
其中,  为第 k+1次迭代的解,  表示临时变量,

为步长.  表示 MCP的近端算子, 其定

义为

Tλ (z) =


0, |z| ⩽ λ;

sign (z) (|z| − λ)

1− 1/γ
, λ < |z| ⩽ γλ;

z, |z| > γλ.

(8)

sign (·)
sk s0 = Φ

†y

其中,  为符号函数. 此外, 式 (7)中临时变量

的初值 , 其更新方法为

sk+1 = x̃k+1 +
tk − 1

tk+1

(x̃k+1 − x̃k) . (9)

tk+1 =

[
1 +

√
1 + rk(tk)

2

]/
2

t0 r0 = 4

其中加速因子 , k 为迭

代次数, 初始 一般设为 1, 初始 .

Φx̃k+1

rk+1 = ξkrk

[ξk = 4/5 + (tk − 1) /5tk+1]
1/30

tk+1

sk+1 tk+1 sk+1 = x̃k+1

此外, 这里采用自适应和重启策略[32] 以避免迭代

过程中的振荡行为. 在迭代过程中,  的目标函

数值一直增加, 即进入振荡状态. 自适应策略是指监

测到存在振荡状态时, 动态调整参数 , 其

中,  . 重启策略是指在

迭代过程中持续处于振荡状态时, 算法将对 和

进行重置, 即 =1,  . 通过这两种

策略, 可以优化算法的迭代路径, 从而提高收敛速度.

λ

λ

正则化参数的选取对综合孔径射电望远镜成像

方法的性能起着非常重要的作用. 如果 设置过大,

可能会损失重要的细节信息; 而如果 设置过小, 可

能会无法有效抑制噪声[33]. 针对传统经验选取参数效

率低和易受干扰等缺点, 采用最大似然估计方法, 自

适应地选取正则化参数, 提高重构结果的精度. 根据

1/η

文献 [34], 向量 x的 L1 范数可以看作是尺度参数为

的拉普拉斯先验的负对数, 即
1

η
∥x∥

1
∝ − lg p (x) . (10)

p (x) =
∑

lg p (xi) p (xi) = (1/2η) e−|xi|/η

1/η

η

其中,  ,  为

变量 xi 的概率密度函数, 其满足尺度参数为 的拉

普拉斯分布. 所以, 等价于尺度参数 的正则化参数为

λk =
∥x̃k∥1
N

. (11)

λk x̃k其中,  为第 k 次迭代的正则化参数, N 为向量 的

长度.

采用信噪比 (SNR, RSNR)和保真度 (FI, F)作为

评估指标, 定量分析重构方法的性能. SNR和 FI计

算公式分别为

RSNR = 20lg
(

∥x∥
2

∥x− x̃∥
2

)
, (12)

F = median
{

x

abs (x− x̃)

}
. (13)

x x̃ median {·}其中,  和 分别为原始和重构图像,  表示

取中间值.

 3　仿真结果与分析

为了验证MCP方法的有效性, 利用可变密度采

样模式模拟的射电干涉阵列以及 SKA (Square Kilo-

metre Array)模拟阵列进行了两组数值仿真实验. 值

得注意的是, 对比的 SARA方法是采用预处理原始

对偶法求解的, 并根据文献 [16]中描述的方法进行了

优化设置; 对比的 AIRI方法采用与文献 [20]中相同
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图 1    不同欠采样率下的基线覆盖

Fig. 1    Baseline coverage at different undersampling ratios
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的 DNN模型, 参数也根据此文献中描述的方法进行

了优化设置. 此外, 仿真中射电干涉阵列观测的是窄

视场, 天线主波束响应A默认为单位矩阵.

[−π,π]

在第一组实验中, 首先通过可变密度随机采样模

式分别生成 10%和 50%欠采样率的基线覆盖 , 如

图 1所示, 其中 u 和 v 的范围为 . 原始测试图

像采用尺寸为 256  pixel  ×256 pixel的 30 Doradus

射电图像, 如图 2所示. 为了便于分辨, 图 2是在以

10为底的对数尺度下的显示结果.

在实际测量中, 一般存在测量误差或者噪声干

扰. 因此, 在式 (2)产生的理想可见度函数基础上添

加均值为零的高斯噪声以模拟实际的测量, 其中高斯

噪声的大小用输入信噪比 (input SNR, iSNR)来衡

量. 当添加的高斯噪声 iSNR为 45 dB时, 分别利用

SARA、AIRI与MCP算法进行反演成像. 图 3和图 4
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图 3    SARA, AIRI和MCP算法在 10%欠采样率条件下的重构结果. (a)～(c)重构图像,

(d)～(f)重构误差图像, (g)～(i)残差图像

Fig. 3    Reconstructed results of SARA, AIRI and MCP algorithms at 10% undersampling rate.

(a)～(c) Reconstructed images, (d)～(f) reconstructed error images, (g)～(i) residual images
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∆x ∆x =

x− x̂ R

R = F−1 (y)−F−1 (Φx̂)

F−1

分别显示了 10%和 50%欠采样率下的重构结果, 其

中图 3和图 4 中的 (a)～(c)分别为 SARA, AIRI与

MCP算法获得的以 10为底的对数尺度下重构的显

示结果, (d)～(f)分别为 SARA, AIRI与 MCP算法

线性尺度下重构误差图像 , (g)～(i)分别为 SARA,

AIRI与 MCP算法线性尺度下残差图像. 误差图像

定义为原始图像与重构图像之间的差值

; 残差图像 定义为原始脏图与重构图像对应

的脏图之间的差值 , 其中

为傅里叶反变换 . 从图 3和图 4可以看出 ,

SARA算法的重构结果存在较大的残留误差, AIRI

算法的重构结果残留误差明显减少 ; 与 SARA和

AIRI算法相比, MCP算法的重构结果残留误差最

小, 特别是在图像的边缘处.

为了量化分析和比较图 3与图 4的重构结果, 计

算了 SNR、 FI和重构时间 (见表 1). 表 1的结果表

明, 在 10%和 50%两种欠采样率情况下, MCP方法

的重构质量明显优于 SARA方法, 稍微优于 AIRI方

法. 具体而言, 与其他两种方法相比, 在 10%欠采样

率情况下 MCP方法的 SNR提高了 1.77 dB以上 ,
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图 4    SARA, AIRI和MCP算法在 50%欠采样率条件下的重构结果. (a)～(c)重构图像,

(d)～(f)重构误差图像, (g)～(i)残差图像

Fig. 4    Reconstructed results of of SARA, AIRI and MCP algorithms at 50% undersampling rate.

(a)～(c) Reconstructed images of SARA, (d)～(f) reconstructed error images, (g)～(i) residual images
 

 

表 1    重构结果的性能对比

Table 1    Performance comparison of
reconstruction results

Undersampling
rates

Algorithms SNR/dB FI Time/s

10% SARA 16.37 2.89 43.27

AIRI 22.39 3.39 21.76

MCP 24.16 5.55 25.07

50% SARA 24.27 10.27 44.03

AIRI 27.21 13.81 24.21

MCP 27.78 15.93 26.11
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FI提高了 2.16以上; 在 50%欠采样率情况下 MCP

方法的 SNR提高了 0.57 dB以上, FI提高了 2.12以

上. 此外, MCP方法的计算时间明显低于 SARA方

法, 稍微高于 AIRI方法.

∥y −Φx∥
2

分析 MCP方法在不同噪声水平下的收敛性能,

结果如 5所示. 在图 5中适应度函数为 .

从图 5可以看出, 随着迭代次数的增加, 适应度函数

迅速下降至一个稳定值, 证明了MCP算法的良好收

敛性. 而且, 无论噪声水平如何, 当迭代次数为 40次

时, MCP方法达到了收敛.

对不同欠采样率下重构方法的性能进行定量分

析和比较, 结果如图 6所示. 在图 6中, SNR、FI和计

算时间为对 100次数值实验平均后的结果. 从图中可

以看出, 即使欠采样率从 0.1变化到 0.9, MCP方法

的 SNR和 FI值一直明显高于 SARA和 AIRI方法.

同时, MCP方法在计算时间上明显小于 SARA方法,

略高于 AIRI方法.

进一步分析不同重构方法对噪声干扰的鲁棒性,

结果如图 7所示 . 在图 7中 , 横坐标为输入噪声的

SNR, 纵轴上 SNR和 FI为 100次平均后的结果. 结

果表明, 随着输入噪声的 SNR的增加, 对应的输入噪

声水平下降, 三种方法的 SNR和 FI性能在逐渐上

升 . 此外 ,  MCP方法的 SNR和 FI性能明显优于

SARA方法, 稍微好于 AIRI方法. 因此, 与现有的压

缩感知方法相比, MCP方法对噪声干扰具有更强的

鲁棒性.
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在第二组实验中, 采用了 SKA模拟阵列数据[35].

图 8(a)为 SKA模拟射电阵列的基线覆盖情况, 其采

样点有 578358个; 图 8(b)为在以 10为底的对数尺

度下大小为 1024 pixel×1024 pixel的 Cygnus-A测

试图像. 在加入 iSNR为 40 dB的高斯噪声后, 利用

SARA, AIRI与 MCP算法进行反演成像, 重构结果
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Fig. 9    Reconstructed results of of SARA, AIRI and MCP algorithms for the SKA array. (a)～(c) Reconstructed

images, (d)～(f) reconstructed error images, (g)～(i) residual images
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如图 9所示. 图 9的结果表明, SARA和 AIRI算法

重构结果在背景处有明显的残留误差 ; 相比之下 ,

MCP算法重构结果在背景处误差更小.

表 2给出了图 8所示重构结果的性能对比. 表 2

的结果显示 , 与其他两种方法相比 ,  MCP方法的

SNR提高了 1.21 dB以上, FI提高了 0.12以上. 此

外, MCP方法的计算时间明显低于 SARA方法, 稍

微高于 AIRI方法.

 4　结论

综合孔径射电望远镜测量的可见度函数是辐射

信号在空间频率上的不完整覆盖, 所以其成像反演过

程是一个病态的反问题. 虽然压缩感知技术已成功地

应用于综合孔径射电望远镜成像中, 但是传统的压缩

感知算法通常求解 L1 范数最小化来近似代替难以求

解的 L0 范数最小化, 这带来了一定的偏差. 为了改善

偏差问题, 提出了一种基于MCP的综合孔径射电望

远镜成像算法 . 该方法利用最小最大凹惩罚近似

L0 范数, 并利用近端梯度算法求解最小化模型. 在求

解过程中, 采用最大似然估计对正则化参数进行自适

应选取, 并采用重启和自适应策略, 提高算法的收敛

速度. 实验结果表明, 该方法在重建精度和对噪声

鲁棒性方面优于 SARA和 AIRI算法, 证明了其有

效性.

致谢　本文研究工作使用了子午工程二期圆环阵太阳

射电成像望远镜数据分析平台.
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